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D01 On pose : 

 = ቀ 
 ቁ 

 

Calculer ,  et , conjecturer la forme explicite de  , ∈ ℕ,  
puis démontrer cette conjecture. 
 

Corrigé 
On obtient : 
 ቀ  2       1    

   0         1    ቁ   

ଶܣ = ቀ2 1
0 1ቁ ቀ4 + 0 2 + 1

0 + 0 0 + 1ቁ = ቀ 
 ቁ = ቀ2ଶ 2ଶ − 1

0 1
ቁ 

    

 ቀ  2       1    
   0         1    ቁ   

ଷܣ = ቀ4 3
0 1ቁ ቀ8 + 0 4 + 3

0 + 0 0 + 1ቁ = ቀૡ ૠ
 ቁ = ቀ2ଷ 2ଷ − 1

0 1
ቁ 

    

 ቀ  2       1    
   0         1    ቁ   

ସܣ = ቀ8 7
0 1ቁ ቀ16 + 0 8 + 7

0 + 0 0 + 1ቁ = ቀ 
  ቁ = ቀ2ଷ 2ଷ − 1

0 1
ቁ 

 

On peut donc conjecturer que, pour tout ݊ ∈ ℕ :  

ܣ = ቀ2 2 − 1
0 1 ቁ 

Pour tout ݊ ∈ ℕ on considère la proposition ܲ : 

ܣ = ቀ2 2 − 1
0 1 ቁ 

• initialisation  

ܣ = ଶܫ = ቀ1 0
0 1ቁ = ቀ1 1 − 1

0 1 ቁ = ቀ2 2 − 1
0 1

ቁ 

donc ܲ est vraie. 
 
 

• hérédité 
Supposons vraie ܲ pour un certain ݇ ∈ ℕ (hypothèse de 
récurrence) et montrons que ܲାଵ est vraie 

ܣ = ൬2 2 − 1
0 1

൰   (ℎݐݕℎèݎ ݁݀ ݁ݏéܿ݁ܿ݊݁ݎݎݑ) 

On a : 
 ାଵܣ
= ܣ ×  ܣ

= ቀ2 1
0 1ቁ ൬

2 2 − 1
0 1

൰ 

= ൬2 × 2 + 0 2(2 − 1) + 1
0 + 0 0 + 1

൰ 

= ൬2ାଵ 2ାଵ − 2 + 1
0 1

൰ 

= ൬2ାଵ 2ାଵ − 1
0 1

൰ 

On a : 

ାଵܣ = ൬2ାଵ 2ାଵ − 1
0 1

൰ 

donc ܲାଵ est vraie. 
 

Conclusion 
Il résulte des deux points précédents et du principe de 
récurrence que, pour tout ݊ ∈ ℕ, ܲ est vraie autrement dit :  
 

∀ ∈ ℕ, = ቀ
  − 
  ቁ 

 
  


